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論 文 要 旨 
 
 本博士論文では，前半に可換梯子型パーシステント加群の分解問題について論じ，後半に時系列デ
ータの位相的データ解析における新しい解析手法の提案とその安定性定理について論じる． 
 位相的データ解析は，体 K 係数ホモロジー群とその間の（線形）写像の列であるパーシステントホ
モロジーを中心として，幾何データ（位相空間，ポイントクラウドデータ等）の位相的形状を定量的
に捉えることの出来る実データ解析の手法として発展してきた．このパーシステントホモロジーをク
イバーの表現として定式化することで，パーシステントホモロジーに限らない一般のパーシステント
加群への拡張が可能である．この拡張により，従来のパーシステントホモロジーでは扱うことの出来
なかった幾何データの位相的特徴を捉えることが可能となった． 
 パーシステント加群の一例として可換梯子型パーシステント加群が挙げられ，例えば，任意のデー
タ数の時系列幾何データに共通する位相的形状と，その頑健性を同時に捉えることが出来る． 
パーシステント加群を用いて実データ解析を行う際は，パーシステント加群を直既約分解することで
基本的なホモロジーの生成元を取り出すことが常套手段である．このパーシステント加群の直既約分
解問題について，その加群の自己準同型環を冪等元を用いて分解することで，加群の分解をする汎用
性の高いアルゴリズムが知られている．但しこのアルゴリズムの計算量は大きく，実用化への障壁と
なっている． 
 本博士論文では，第 1 章で位相的データ解析の概要と，本博士論文の本論における動機や問題提起
について述べた後，第 2 章で基本的な概念を整理する．第 3 章では，行列表示を用いた可換梯子型パ
ーシステント加群の直既約分解について論じる．そして，第 3 章で議論した行列表示を用い，第 4 章
でサンプル写像から写像のパーシステントホモロジーを構成する研究について論じる．第 3 章と第 4
章の研究は時系列データの位相的データ解析の手法に関する研究であり，付録 A でその動機となった
粉体の実データ解析について論じる．以下，第 3 章，第 4 章及び付録 A の研究概要について述べる． 
 第 3 章では可換梯子型パーシステント加群の直既約分解問題に対し，この可換梯子型パーシステン
ト加群を，An型クイバーの表現の間の射として自然に捉え直すことで，行列の基本変形のみによる，
簡便かつ計算コストの低い問題に置き換える．An型クイバーの表現の間の射は，各成分を区間表現間
の射とする行列として書くことが出来るが，この射の属する Hom 空間は体 K 上で高々1 次元であるこ
とを示す．これにより，同じ Hom 空間に属する射を基底の射で括り出すことによって，要素を K に
持つ通常の K 行列として扱うことが出来る．但し，これらの Hom 空間には 0 次元のものも含まれて
いるので，射の同型から定まる行列の基本変形（permissible operations, 許容変形）は，通常の K 行
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列の基本変形とは少し異なる． 
 この制約のもと，本研究では許容変形のみを用い，有限型の可換梯子型パーシステント加群から定
まる K 行列表示に対し，その標準形を求めるアルゴリズムを構成する．この標準形の各成分は，可換
梯子型パーシステント加群の直既約成分に対応していること，即ち，このアルゴリズムが有限型の可
換梯子型パーシステント加群の直既約分解アルゴリズムであることを示す． 
可換梯子型パーシステント加群の先行研究で議論されている手法では，可換梯子の向き付け毎に分解
アルゴリズムを構成する必要があったが，本研究のアルゴリズムは可換梯子の向き付けに依らずに直
既約分解が出来る． 
 第 4 章では，サンプル写像，即ち連続写像の有限部分写像から，元の連続写像のホモロジー誘導写
像を復元する手法について論じる．この研究の目的は，サンプル写像をポイントクラウドの間の写像
として見做すことで，ポイントクラウドが遷移した際の位相的形状の遷移を捉える手法を確立するこ
とにある． 
 先行研究は対応のホモロジー誘導写像についての論文であり，サンプル写像から構成された対応が
ある 2 条件を満たす時，そのホモロジー誘導写像を定義することが出来，更に一定の仮定を満たせ
ば，元の連続写像のホモロジー誘導写像と一致することが示された． 
 まず第 4 章の前半では，対応から定まるホモロジー群と誘導写像の図式が A3型クイバーの表現であ
ることに着目し，ある特定の直既約成分を用いて対応のホモロジー誘導写像を再定義する．この定義
では先行研究で必要とする 2 条件は不要であり，任意の対応についてホモロジー誘導写像を定義する
ことが出来，元の定義の拡張となっていることを示す．この新しい定義の下で，可換梯子型パーシス
テント加群の直既約表現を援用することで，先行研究の主定理をより簡潔な形で示す． 
 第 4 章後半では，サンプル写像から単体写像のフィルトレーションを構成し，そのパーシステント
ホモロジーを定めることで，元の写像のホモロジー誘導写像を再構成，乃至は近似する手法について
論じる．サンプル写像から単体写像のフィルトレーションを構成すると，A3型クイバーの表現の射の
列が自然に現れる．第 3 章の研究は，単に直既約分解の手続きを与えるだけでなく，一般の An型クイ
バーの表現の圏における Hom 空間の構造についての考察をも与えている．この考察を元に，A3型ク
イバーの表現の射の列から，各フィルターでの非自明な成分を取り出した，新たなパーシステント加
群を well-defined に定義することが出来る．この定義には，前半で対応のホモロジー誘導写像の再定
義に用いられた直既約表現を再び用いており，この直既約表現は 1 つの K ベクトル空間と同等の情報
を持つことより，パーシステント加群は 1 つのパーシステントホモロジーに自然に圧縮される．従っ
て，通常のパーシステントホモロジーと同様にパーシステント図を描けば，サンプル写像のみから元
の写像のホモロジー誘導写像について，頑健性を込めた定量的なホモロジー生成元の情報を得ること
が出来る． 
 以上の定義は計算機に実装が可能なように構成しており，実際の数値実験例を第 4 章の終わりに紹
介する． 
 位相的データ解析における手法が実用的であるためには一般に，安定性定理が要求される．これは
入力データに対する出力データのリプシッツ連続性，更には非拡大性の要請である．即ち安定性定理
が示されていれば，入力データの誤差の評価を用い，出力データの誤差を事前に評価することが可能
となる．本研究の主定理は，サンプル写像に対するパーシステントホモロジーの安定性定理である．
なお，パーシステントホモロジーの距離にはインターリービング距離を用いており，証明はパーシス
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テントホモロジーの構成に用いた定義の関手性から自然に導かれる． 
 第 4 章前半で考察した，サンプル写像から定まる対応のホモロジー誘導写像についてもパーシステ
ンス解析を導入することが出来る．この解析においても，適切な距離を対応に定めることで安定性定
理を示す．同様に，パーシステントホモロジーの構成とその関手性に着目することで，可換梯子型パ
ーシステント加群を一般化した，2D パーシステント加群についての新たな解析手法を提案する． 
 付録 A では，第 3 章と第 4 章で論じた時系列データの位相的データ解析の研究の動機である，粉体
の実データに対する位相的データ解析の研究について論じる．粉体とは，砂・食塩・小麦のような熱
揺らぎを無視出来るマクロな粉や粒が多数集まった系のことである．粉体の結晶化過程では，非晶質
な構造を解消するためにその都度エネルギーが必要となり，その結晶化メカニズムは最も単純な同じ
球の集まりからなる球体パッキングの場合ですら十分には解明されておらず，そもそも高密度の粉体
の構造や性質について記述する適切な数学的手法も未だ確立されていない． 
 本研究では，球体パッキングをポイントクラウドと見做すことでパーシステント図を求め，球体パ
ッキング中の空洞を定量的に記述する．この記述法は 
 粉体中の空洞配置を分類しつつ，その定量的な分布を一望することが出来る 
 結晶構造に現れる空洞の正四面体配置や正八面体配置だけでなく，その歪んだ多面体配置につい
ても定義し，定量的に解析することが出来る 
などの利点がある．更に，高密度状態の球体パッキングのパーシステント図を解析することで，球体
パッキングの結晶化を記述する，4 つの変形メカニズムを構成する． 
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論文審査の結果の要旨 
近年データのトポロジーや幾何構造を抽出する手法としてパーシステントホモロジーが注目さ
れている．パーシステントホモロジーの代数的研究は Carlsson-de Silva(2010)によるクイバー
の表現論による定式化をうけ，Escolar-Hiraoka(2016)により示された可換ハシゴ型クイバー上
でのパーシステントホモロジー理論へと発展した．しかしながらこの論文内では直既約分解を
与えるアルゴリズムの整備は行われておらず，一般的な設定で適用可能なアルゴリズムの開発
が強く望まれていた． 
 このような背景のもと，竹内氏の学位論文では上述の可換ハシゴ型クイバー上でのパーシス
テントホモロジーの直既約分解を与える，一般的かつ簡明なアルゴリズムを提案することに成
功した．基本となるアイディアは，可換ハシゴ型クイバーの表現の圏と An 型クイバーの射圏
（arrow category）の圏同型を用いることで，表現を行列表示することである．主結果では，あ
る制限付き部分変換群のもとで，竹内氏が提示したアルゴリズムに従って基本変形をすること
で直既約分解を構成できることを示した． 
 次に 4 章では可換ハシゴ型パーシステントホモロジーを力学系の問題へ応用しており，この
部分は大きく分けて 2 つのパートから構成されている．前半では Harker et al(2016)の論文で
も扱っている有限サンプル点上での写像の情報のみから元の力学系が誘導するホモロジー準同
型写像を再構成する問題に取りかかり，先行結果を改良することに成功している．後半では，サ
ンプル写像のフィルトレーションを導入し，そのパーシステンスの理論的考察および安定性定
理を証明している．ここでは前半部分で構築したサンプル写像が誘導するホモロジー準同型が
区間 I[1,3]型表現のみから構成されることに着目し，そのフィルトレーションが自然に従来の
意味でのパーシステントホモロジーを与え，よってそのパーシステント図が得られることを理
論的に示している．さらにはサンプル写像を摂動した際に，ここで得られるパーシステント図へ
の対応がサンプル写像のハウスドルフ距離のもとでリプシッツ連続であることが証明されてい
る．  
 これら一連の結果は竹内氏が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有す
ることを示している．以上のことから，竹内博志氏が提出する博士論文は，博士(理学) の学位
論文として合格と認める． 
 
 
